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Un dels instants me´s brillants del pensa-
Imatge des de l’Apolo XVII
ment cient´ıfic va e´sser la comprensio´ dels mo-
viments dels planetes mitjanc¸ant la llei de gra-
vitacio´ de Newton.
En aquesta breu comunicacio´ vull remarcar
que aquest crucial descobriment de la cie`ncia
va ser possible no nome´s gra`cies a la brillantor
del pensament d’homes com Cope`rnic, Galileo,
Kepler, Newton, etc., sino´ tambe´ al fet que la
humanitat hagi nascut en aquest raco´ de l’uni-
vers on el moviment dels planetes al voltant del
Sol e´s molt proper a un moviment integrable,
i per tant llunya` dels moviments cao`tics.
La comunicacio´ esta` estructurada en els segu¨ents apartats:
1. Una visio´ breu de l’univers.
2. El Sistema Solar.
3. El moviment cao`tic.
∗Aquest text e´s una versio´ ampliada de la confere`ncia donada per l’autor a la VI
Trobada d’Histo`ria de la Cie`ncia i de la Te`cnica que va tenir lloc a la Universitat de Vic
el mes d’octubre de 2000.
2 Una reflexio´ sobre el raco´ de l’univers on vivim. . .
4. Caos determin´ıstic
5. Hem estat afortunats.
6. Refere`ncies.
Els lectors que vulguin aprofundir en algunes de les idees que apareixen
en aquesta reflexio´ poden consultar les refere`ncies que donem.
1 Una visio´ breu de l’univers
Un llarg proce´s educatiu s’inicia quan un nen se n’adona que la casa on viu no
e´s l’u´nica casa existent, que la seva famı´lia no e´s l’u´nica famı´lia, de que arreu
existeixen comunitats molt semblants a la que ell habita. D’igual manera, el
proce´s de maduracio´ de l’home implica que aquest se n’adoni que els planetes
i les estrelles no so´n nome´s uns punts lluminosos al cel, que existeixen altres
mons i altres sols, diferents del nostre.
Avui sabem que la Terra e´s un dels vuit planetes que giren al voltant
de l’estrella que anomenem Sol. A difere`ncia de les estrelles, els planetes
no brillen amb llum pro`pia, sino´ que tant sols reflecteixen la llum de la
seva estrella o estrelles. El Sol, els planetes, els sate`l.lits, els asteroides,
alguns cometes,i altres objectes formen el nostre Sistema Solar, aquest raco´
de l’univers on hem nascut.
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El segu¨ent sistema solar es troba a unes set mil vegades la dista`ncia de la
Terra a Pluto´, en direccio´ a la constel.lacio´ Alfa de Centaure. Entre nosaltres
i aquest sistema existeixen vastos abismes d’espai interestel.lar, un buit me´s
perfecte que qualsevol dels que podem produir a la Terra. Pero`, tot i aix´ı,
aquest espai no e´s completament buit. Per terme mig, conte´ un u´nic a`tom a
cada cent´ımetre cu´bic d’espai interestel.lar.
Alfa de Centaure e´s, en realitat, un sistema estel.lar triple, tres estrelles
movent–se una al volant de les altres en una dansa majestuosa i quasi eterna.
A simple vista nome´s veiem un focus de llum, pero` els telescopis ens mostren
tres sols diferents: un de color groc, un altre de taronja i un de vermell.
La segu¨ent estrella me´s propera a nosaltres e´s una diminuta i pa`l.lida
estrella vermellosa, visible nome´s a trave´s dels telescopis, que es troba a
una dista`ncia d’uns sis anys–llum. Rep el nom d’estrella de Barnard, en
homenatge a l’astro`nom que la va observar per primera vegada, i es troba a
la constel.lacio´ del Serpentari.
Me´s enlla` d’aquests ve¨ıns existeixen altres estrelles, i me´s enlla` encara
d’altres, sigui quina sigui la direccio´ en que` mirem. Totes les estrelles que
podem veure a simple vista en una nit clara formen part d’una gran agrupacio´
d’estrelles que anomenem la nostra Gala`xia. Ja que ens trobem dins d’aquest
conjunt, la determinacio´ de la seva forma no ha estat fa`cil. Seria com fer–se
una idea completa del cos huma` observant–lo des de l’interior de l’esto´mac.
Avui sabem que la nostra Gala`xia e´s
Imatge del sate`l.lit COBE de la Via
La`ctia
un disc pla d’estrelles, gasos i pols, amb
un nucli bulbo´s, al voltant del qual giren
vastos brac¸os, que s’estenen vers l’exte-
rior.
El Sol e´s una de les estrelles que, en
un nombre que pot oscil.lar entre 200.000
i 400.000 milions, formen la nostra Ga-
la`xia, i ni la seva granda`ria, brillantor
o localitzacio´ presenten cap peculiaritat.
No estem al centre de la Gala`xia. Ni tan
sols a un dels seus brac¸os espirals principals. Ens trobem en un petit espigo´,
a una dista`ncia d’uns 30.000 anys–llum del centre. Si a alguna organitzacio´
de reconeixement co`smic se li acud´ıs de fer una llista dels llocs interessants
de la Gala`xia, no existeix cap seguretat que hi fo´ssim.
Des del lloc que ocupem als ravals de la Gala`xia, veiem el disc que aquesta
forma com una franja que travessa el cel. La te`nue resplendor de les estrelles
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1 Trigonometria esfe`rica
Aquells lectors que ja sa`piguen que` e´s un triangle esfe`ric i com es mesuren els
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sats, els hi associarem un u´nic arc de circumfere`ncia, de longitud menor que
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me´s properes es barreja amb ella formant la Via La`ctia. Molt me´s antiga
que el Sol i la Terra, molt me´s gran que les parts que podem observar, la Via
La`ctia e´s la nostra illa o continent co`smic: un petit disc que roda lentament
en la foscor de l’espai.
Me´s enlla` de la Gala`xia es troba l’espai intergala`ctic, un buit tan gran
que la concentracio´ mitja de mate`ria e´s nome´s d’un a`tom per metre cu´bic.
Pero` en aquest espai, fins alla` on arriben els nostres telescopis, existeixen
altres illes d’estrelles, i altres encara me´s enlla`. Hem arribat a l’ha`bitat de
les gala`xies, on els nostres ve¨ıns me´s propers, les dues gala`xies anomenades
Nu´vols de Magallanes, es troben a 150.000 anys–llum. A l’igual que les
estrelles, les gala`xies tambe´ formen agrupacions o cu´muls, unes me´s grans i
altres me´s petites.
Hi ha molt´ıssimes gala`xies a l’univers, milers de milions. Algunes estan
isolades, pero` la majoria d’elles estan agrupades en cu´muls, que poden con-
tenir des d’unes poques a alguns milers de gala`xies. En mitjana, les gala`xies
estan distribu¨ıdes en l’espai en la mateixa proporcio´ que una moneda de cinc
ce`ntims per metre cu´bic.
La Via La`ctia forma part d’un grup escampat d’unes dues dotzenes de
gala`xies denominades el Grup Local. Me´s enlla` dels seus confins existei-
xen altres grups i cu´muls, els quals, a la vegada, semblen agrupar–se en
supercu´muls que s’estenen fins a molts milions d’anys–llum.
Fins fa molt poc, els astro`noms no han comenc¸at a investigar si, a la
seva vegada, els cu´muls i supercu´muls no podrien agrupar–se en estructures
me´s grans. Existeix la possibilitat que les cadenes de cu´muls i supercu´muls
poguessin formar una se`rie de bombolles tridimensionals que envoltarien les
parts me´s desertes de l’univers.
2 El Sistema Solar
Tornem al nostre raco´ de l’univers. Els cossos del Sistema Solar, amb l’excep-
cio´ de la majoria dels cometes, estan tots continguts en una esfera centrada
en el Sol i de radi igual a la dista`ncia a l’estrella me´s propera dividida per
60.000. So´n essencialment el Sol, els planetes, els sate`l.lits, els asteroides, els
cometes, els meteorits i les part´ıcules interplaneta`ries.
El Sol e´s una estrella t´ıpica que domina el Sistema Solar en granda`ria i
massa (veure Taula 1). La gran massa del Sol respecte de les masses pla-
neta`ries fa que els planetes es moguin com si fossin atrets u´nicament per la
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forc¸a gravitato`ria del Sol, i per tant les seves o`rbites so´n molt properes a
el.lipses de diferent mida que tenen al Sol a un dels seus focus. Aquestes
el.lipses so´n gairebe´ cercles, que estan quasi en un mateix pla, excepte en el
cas de Mercuri.
Mercuri 0.17 · 10−6
Venus 2.45 · 10−6
Terra 3.00 · 10−6
Mart 0.32 · 10−6
Ju´piter 954.00 · 10−6
Saturn 285.60 · 10−6
Ura` 43.80 · 10−6
Neptu´ 51.90 · 10−6
Taula 1. Masses planeta`ries, prenent la massa del Sol com la unitat.
Els planetes presenten dos moviments, aparentment molt regulars: el
moviment de translacio´ al voltant del Sol, seguint aquestes o`rbites quasi
circulars, i el moviment de rotacio´ al voltant d’un eix. En el cas de la Terra,
aquests dos moviments donen lloc a la successio´ de les estacions, i dels dies
i de les nits, respectivament. La gran regularitat d’aquests dos moviments
ha portat a l’home a utilitzar–los per a definir les unitats per a mesurar el
temps (l’any i el dia amb les seves divisions). Aixo` ha estat aix´ı fins fa pocs
anys.
3 El moviment cao`tic
Les lleis de la Meca`nica permeten determinar el moviment d’un cos si conei-
xem tant la forc¸a que actua sobre ell en tot moment com la seva posicio´ i
velocitat en un instant de temps donat. Aquestes dues darreres dades s’ano-
menen les condicions inicials.
Si petites variacions en les condicions inicials s’amplifiquen exponencial-
ment amb el pas del temps es diu que el moviment que determinen e´s cao`tic.
E´s a dir, el caos apareix quan petites variacions en les condicions inicials ori-
ginen grans variacions al cap d’un temps finit. Aixo` fa que quan un cos esta`
en moviment cao`tic no podem predir on es trobara` al cap d’un cert temps fi-
nit. Per contra, per a un cos en moviment regular (e´s a dir no cao`tic) podem,
en general, predir on es trobara` al cap de qualsevol interval de temps.
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En un llenguatge una mica me´s matema`tic podem dir que els cossos que
no presenten caos so´n aquells que les seves equacions de moviment so´n inte-
grables. Fins fa poc me´s de 100 anys hom pensava que tots els moviments
eren integrables, e´s a dir, que no hi havia moviments cao`tics. Per tant, es
pensava que nome´s era qu¨estio´ de temps poder cone`ixer els moviments per als
sistemes dels quals encara no se sabia resoldre les equacions de moviment.
Semblava que nome´s calia esperar a que els me`todes matema`tics s’anessin
desenvolupant i que, tard o d’hora, es podria determinar el moviment de
qualsevol sistema.
Fa poc me´s de 100 anys, Poincare´ va ser el primer en constatar que hi
havia moviments no integrables, e´s a dir, moviments cao`tics. Durant la
segona meitat d’aquest darrer segle els matema`tics i f´ısics han provat que
els moviments me´s abundants no so´n els integrables, sino´ els cao`tics. Aixo`
ha canviat completament la nostra concepcio´ del mo´n. La ironia de la nova
situacio´ e´s que les equacions de moviment so´n conegudes i les podem resoldre
(al menys nume`ricament), pero` les solucions que obtenim so´n tan sensibles
a les condicions inicials que perdem la predictibilitat.
Ara ja sabem que el moviment planetari,
Imatge de la sonda Cassini
del sate`l.lit Hyperion
com la majoria dels movimients presents a la
naturalesa, e´s cao`tic. Hi ha dos tipus de mo-
viments cao`tics presents al Sistema Solar. El
moviment cao`tic lent dels planetes que es posa
de manifest amb uns 4 milions d’anys en els
planetes petits, i amb uns 20 milions d’anys
en els planetes grans. Per exemple, una im-
precisio´ de 15 metres en la posicio´ de la Terra
es tradueix despre´s de 100 millons d’anys en
una imprecisio´ de 150 millions de quilo`metres,
que e´s la dista`ncia mitjana de la Terra al Sol.
D’altre banda tambe´ hi ha moviments cao`tics
ra`pids, com per exemple el moviment cao`tic de
rotacio´ del sate`l.lit Hyperion de Saturn que es
manifesta en poques hores.
Avui dia comencem a entendre el moviment cao`tic. Aixo` permet, per
exemple, que els enginyers utilitzin els sistemes cao`tics per a estabilitzar els
la`sers, circuits electro`nics, o el ritme del cor en els animals.
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4 Caos determin´ıstic
En aquesta seccio´ parlarem del caos d’una manera me´s matema`tica. Els
sistemes cao`tics apareixen de manera natural a l’estudi dels sistemes dina`mics.
Parlant informalment, un sistema dina`mic e´s quelcom que es pot des-
criure amb un estat que evoluciona amb el temps d’acord amb unes regles
determin´ıstiques. En els sistemes dina`mics me´s simples, l’estat ve donat per
un conjunt de n nombres x = (x1, . . . , xn), on n s’anomena la dimensio´ del
sistema. Les dues classes de sistemes dina`mics me´s elementals so´n:
• Els descrits pels iterats d’una aplicacio´ f = (f1, . . . , fn):
xi(t+ 1) = fi(x1(t), . . . , xn(t)) , i = 1, . . . , n , t ∈ N ,
o simplement
x(t+ 1) = f(x(t)) ,
o
xt+1 = f(xt) ,
anomenats sistemes dina`mics discrets.
• Els donats per a un sistema d’equacions diferencials ordina`ries
dxi
dt





Aquests darrers formen part dels sistemes dina`mics continus, que tambe´
engloben les equacions en derivades parcials i les equacions diferencials amb
retard, entre d’altres.
Quan comencen a ser entesos els feno`mens naturals, ja siguin de naturale-
sa f´ısica, qu´ımica, ecolo`gica, biolo`gica, econo`mica o de qualsevol altre tipus,
e´s quan els podem modelitzar mitjanc¸ant els sistemes dina`mics. Els sistemes
cao`tics, i per tant l’anomenada teoria del caos, e´s un fenomen matema`tic
que apareix en estudiar els sistemes dina`mics. I, com aquests modelitzen les
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Ja hem mencionat que els sistemes cao`tics van ser descoberts ara fa una
mica me´s d’un segle, pero` no van comenc¸ar a ser tinguts en compte per la ma-
jor part de la comunitat cient´ıfica fins l’u´s generalitzat dels ordinadors. Dos
dels sistemes pioners en l’estudi dels sistemes cao`tics han estat els segu¨ents:
(1) El sistema dina`mic discret 1–dimensional definit per
xt+1 = 4µxt(1− xt) ,
amb µ ∈ [0, 1], conegut amb el nom d’equacio´ log´ıstica.
Vegeu per exemple els 100 primers valors corresponents a l’equacio´
log´ıstica per a µ = 0.95 quan comencem per x0 = 0.5 (en blau) i per






























Es pot apreciar a la figura segu¨ent, on es representa la difere`ncia entre
les dues successions anteriors, que els valors es separen molt a partir













(2) Per a trobar caos en els sistemes dina`mics continus definits per sistemes
d’equacions diferencials ordina`ries necessitem com a mı´nim treballar en
dimensio´ 3. Probablement el sistema diferencial me´s famo´s en l’estudi
del caos e´s el sistema de Lorenz
dx
dt
= s(y − x) , dy
dt
= rx− y − xz , dz
dt
= −bz + xy ,
on b, r, s ∈ R. En la figura segu¨ent es poden veure les solucions d’aquest
sistema, obtingudes nume`ricament, per a s = 10, r = 28 i b = 8/3 que
compleixen x(0) = 2, y(0) = 5, z(0) = 20 (en blau) i x(0) = 2, y(0) = 5,





























Igual que en el cas anterior la dista`ncia entre els punts corresponents
de les dues solucions es converteix en impredictible a partir d’un deter-
minat moment com es pot apreciar en el gra`fic segu¨ent que representa
aquestes dista`ncies en funcio´ de t
MAT 2
MATerials MATema`tics
Volum 2006, treball no. 1, 14 pp.
Publicacio´ electro`nica de divulgacio´ del Departament de Matema`tiques
de la Universitat Auto`noma de Barcelona
www.mat.uab.cat/matmat
Trigonometria esfe`rica i hiperbo`lica
Joan Girbau
L’objectiu d’aquestes notes e´s establir de forma curta i elegant les fo´rmules
fonamentals de la trigonometria esfe`rica i de la trigonometria hiperbo`lica.
La redaccio´ consta, doncs, de dues seccions independents, una dedicada a la
trigonometria esfe`rica i l’altra, a la hiperbo`lica. La primera esta` adrec¸ada a
estudiants de primer curs de qualsevol carrera te`cnica. La segona requereix
del lector coneixements rudimentaris de varietats de Riemann.
1 Trigonometria esfe`rica
Aquells lectors que ja sa`piguen que` e´s un triangle esfe`ric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subseccio´ 1.3.
1.1 Arc de circumfere`ncia determinat per dos punts
A cada dos punts A i B de la circumfere`ncia unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un u´nic arc de circumfere`ncia, de longitud menor que
















Moltes de les propietats dels sistemes cao`tics no depenen del sistema
on apareixen, per exemple tant els atractors estranys (fra`gils i importants
estructures matema`tiques entre l’ordre i el desordre) com els nombres de
Feigenbaum1 hi so´n sempre presents. Aquestes propietats van ser a`mpliament
estudiades en els dos sistemes mencionats, l’equacio´ log´ıstica i el sistema de
Lorenz.
L’equacio´ log´ıstica ha estat molt estudiada degut a la seva simplicitat i a
que modela l’evolucio´ d’una poblacio´ amb compete`ncia intraespec´ıfica, pero`
el seu cara`cter no lineal fa que la seva dina`mica sigui forc¸a complicada. El
sistema diferencial de Lorenz va ser introdu¨it com un model molt simplificat
per a estudiar l’atmosfera.
5 Hem estat afortunats
Al mirar l’espectacle d’un cel estrellat no podem deixar de preguntar–nos:
Que` e´s tot el que estem veient? Per comenc¸ar a comprendre l’univers l’Homo
sapiens sapiens ha hagut d’esperar milers d’anys, ser molt pacient i que algu´
amb molt d’enginy i en el moment adequat veie´s caure una poma.
1Es pot consultar informacio´ sobre els nombres de Feigenbaum a l’adrec¸a
http://mathworld.wolfram.com/FeigenbaumConstant.html
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Un dels passos me´s importants donats per l’home en el seu esforc¸ per
entendre el mo´n ha estat l’obtencio´ de les lleis del moviment dels planetes i
de la llei de gravitacio´ universal. El fet que aquesta segona llei expliqui les
primeres va catapultar cap endavant el me`tode cient´ıfic, que ha perme`s a la
cie`ncia assolir el seu estat actual de coneixements.
Deixant a un costat la brillantor del pensament dels homes que han fet
possible aquests notables avenc¸os de la cie`ncia, el nostre objectiu e´s posar
de manifest que la naturelesa no li ha posat gaires complicacions a l’home
per deixar–se entendre sino´ me´s aviat el contrari. Com veurem hem estat
afortunats.
Avui en dia sabem que l’univers esta` format principalment per grups de
gala`xies. Al voltant de 100.000 milions de gala`xies poden ser vistes amb els
telescopis me´s potents. Les gala`xies so´n complicades estructures gravitacio-
nals. Algunes d’elles poden arribar a tenir me´s de 100.000 milions d’estrelles
i molts nu´vols de gas. El nostre Sol e´s una estrella t´ıpica, situada, com ja s’ha
dit, me´s a prop de la frontera del disc de la nostre gala`xia que del seu nucli
central. La Terra e´s un dels planetes que te´ el Sol. No sabem quin e´s el per-
centatge d’estrelles que tenen sistemes planetaris. Si me´s no, el gran nombre
d’estrelles i les teories sobre la formacio´ dels sistemes planetaris ens porten
a pensar amb molta certesa que a l’univers existeixen molt´ıssims sistemes
planetaris a me´s del nostre.
El dest´ı ha volgut que l’home aparegue´s i evolucione´s sobre un planeta
(la Terra) gravitant al voltant d’una u´nica estrella (el Sol), en companyia
d’altres planetes molt allunyats els uns dels altres, i molt menys massius que
l’astre central. Aixo` ha perme`s que el nostre sistema planetari presenti una
gran harmonia. Les o`rbites dels planetes so´n totes quasi circulars, totes quasi
en un mateix pla, totes recorregudes en un mateix sentit. Aquest ordre e´s en
part degut a les etapes inicials de la formacio´ del sistema planetari.
Matema`ticament l’harmonia que presenten els moviments dels planetes
del nostre Sistema Solar es deu a un fet important´ıssim que rarament es
do´na quan s’estudia el moviment d’uns quants cossos sota l’accio´ de les seves
forces gravitato`ries. El nostre Sistema Solar esta` molt a prop d’e´sser un
sistema integrable. Aixo` es degut a que la major part de la massa del nostre
sistema solar es troba en el Sol (veure la Taula 1), i que el movimient d’un
planeta segueixi en primera aproximacio´ les solucions d’un problema de dos
cossos, el format pel Sol i el planeta corresponent. De fet les o`rbites que
segueixen els planetes so´n molt simples, quasi cercles (el.lipses amb molt
poca excentricitat). La simplicitat dels movimients planetaris del nostre
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estudiants de primer curs de qualsevol carrera te`cnica. La segona requereix
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1 Trigonometria esfe`rica
Aquells lectors que ja sa`piguen que` e´s un triangle esfe`ric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subseccio´ 1.3.
1.1 Arc de circumfere`ncia determinat per dos punts
A cada dos punts A i B de la circumfere`ncia unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un u´nic arc de circumfere`ncia, de longitud menor que





12 Una reflexio´ sobre el raco´ de l’univers on vivim. . .
Sistema Solar ha perme`s a l’home en un temps relativament curt arribar a
obtenir la llei de gravitacio´ que ens ha donat la clau principal per a entendre
l’univers. Diem en un temps relativament curt donat que, dels milers d’anys
d’existe`ncia de l’home, no arriba ni a un 1 per cent l’existe`ncia del Homo
sapiens sapiens.
L’harmonia del moviment dels planetes al voltant del Sol va permetre a
Kepler deduir les lleis dels seus moviments, que Newton les explique´s amb
la llei de gravitacio´ universal, utilitzant idees de Cope`rnic i Galileo, i que
me´s tard Einstein, amb la teoria general de la relativitat o gravitacio´, done´s
l’eina ba`sica per a l’estudi de l’univers, donat que la gravitacio´ e´s la forc¸a
dominant a escala co`smica.
Sembla ser que la majoria dels sistemes planetaris de l’univers poden tenir
me´s d’una estrella, dues o me´s. De fet sabem que la majoria d’estrelles no
estan soles com el nostre Sol. Aix´ı, per exemple, existeixen moltes estrelles
aparellades girant una al voltant de l’altra. So´n les anomenades estrelles
bina`ries.
Poden haver–hi sistemes planetaris amb diverses estrelles i que tinguin
planetes en o`rbites estables. Sabem matema`ticament que aquestes o`rbites
poden existir i que poden ser molt complicades en comparacio´ amb les o`rbites
que segueixen els planetes del nostre Sistema Solar. Per exemple, en un sis-
tema planetari amb dues estrelles pot haver un planeta que descrigui o`rbites
quasi circulars primer al voltant d’una de les estrelles i despre´s al voltant de
l’altra, de manera que el nombre de voltes al voltant d’una mateixa estrella
abans de canviar i comenc¸ar a donar voltes a l’altra estrella sigui comple-
tament arbitrari. A me´s l’o`rbita d’aquest planeta sempre estaria a l’entorn
d’una corba en forma de vuit. E´s clar, un sistema planetari amb dues estre-
lles, contenint algun planeta movent–se en una o`rbita tan complicada com
la que acabem de descriure, esta` molt me´s lluny de ser un sistema integra-
ble que el nostre Sistema Solar, en el qual tots els planetes pra`cticament es
mouen en o`rbites quasi circulars al voltant d’una u´nica estrella.
Imaginem un planeta movent–se en una o`rbita tan complicada com la que
acabem de descriure, i que neix una vida intel.ligent sobre un planeta amb
aquestes caracter´ıstiques. Podria passar molt´ıssim temps abans que aquests
e´ssers intel.ligents poguessin comprendre que el moviment tan complicat del
seu planeta esta` governat per una llei tan simple com la llei de gravitacio´ de
Newton. Per a aquests e´ssers intel.ligents el camı´ del coneixement de l’univers
seria molt me´s peno´s i lent que el nostre. Hem estat afortunats de ne´ixer
en aquest raco´ de l’univers on el movimient dels planetes del nostre Sistema
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Solar no esta` gaire lluny d’e´sser integrable.
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1 Trigonometria esfe`rica
Aquells lectors que ja sa`piguen que` e´s un triangle esfe`ric i com es mesuren els
seus costats i els seus angles poden saltar-se les subseccions 1.1 i 1.2 i passar
directament a la subseccio´ 1.3.
1.1 Arc de circumfere`ncia determinat per dos punts
A cada dos punts A i B de la circumfere`ncia unitat, no diametralment opo-
sats, els hi associarem un u´nic arc de circumfere`ncia, de longitud menor que
pi, (vegeu la figura 1) tal com explicarem a continuacio´.
A
B
O
figura 1
